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Von Linien, Kreisen, Winkeln & Co.

Ist das was wir wahrnehmen wirklich wahr? Von optischen
Tauschungen geht seit jeher eine besondere Faszination aus,
die auch vor ihren Schiilerinnen und Schiilern nicht halt

macht. Wie man das Interesse an geometrisch-optischen
Tauschungen im Mathematikunterricht verschiedene
Klassenstufen nutzen kann zeigen Rainer Rosenzwelk
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Bilder von diversen optischen
Tauschungen sind uns aus Zeit-
schriften und Magazinen bekannt.
Einige davon gehoren bereits zum
Alltagswissen — sie haben ihren
Platz im kollektiven Bewusstsein
unserer Gesellschaft gefunden.

Und doch geht von diesen einfa-
chen Strichzeichnungen eine selt-
same Faszination aus, der sich
kaum jemand entziehen kann. Ziel
dieses Artikels ist es, einige elemen-
tare optische Tauschungen vorzu-
stellen und in drei Beispielen aufzu-
zeigen, wie man die Begeisterung,
die von den illusionserzeugenden
Linien und Kurven ausgeht, fiir
echtes mathematisches Lernen nut-
zen kann. Hintergrund der Motiva-
tion ist dabei die offensichtlich
werdende Unzuverlissigkeit des er-
sten Eindrucks. Illusionen dienen
dabei als Beispiele, dass man der
Anschauung nicht immer trauen
darf und motivieren somit die An-
wendung objektiver Messmethoden
und geometrischer Beweise.

Optische Illusionen

Im Folgenden werden einige ele-
mentare Tauschungsfiguren aufge-
fithrt, die dann im nichsten Ab-
schnitt im Hinblick auf den Ein-
satz im Mathematikunterricht vor-
gestellt und analysiert werden:

Miiller-Lyer

Eine der bekanntesten und am mei-
sten erforschten geometrisch-opti-
schen Tauschungen ist die Miiller-
Lyer-Figur. Sie wurde 1889 von
dem Psychiater F.C. Miiller-Lyer
entdeckt und in finfzehn verschie-
denen Varianten prisentiert.

Sie besteht aus zwei exakt gleich
langen Strecken, an deren Enden je-
weils zwei kurze ,,Pfeilspitzen an-
gebracht sind, die einmal einen
spitzen Winkel und einmal einen
stumpfen Winkel mit der Strecke
einschlieflen. Obwohl beide Stre-
cken genau gleich lang sind, wird
die obere kiirzer wahrgenommen
als die untere.
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Die Figur ist so einfach und

gleichzeitig so iiberzeugend, dass
sie die Grundlage fiir zahlreiche
Experimente und Theorien ist. Gre-
gory (1966) bot einen Erklarungs-
ansatz fur die Miiller-Lyer-T4u-
schung, in welcher er sich auf den
GrofSenkonstanzmechanismus be-
zieht. Seine Vermutung ist aller-
dings noch immer sehr umstritten.
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Sander

Ein dhnliches Prinzip steckt hinter
der Parallelogramm-Tauschung, die
der Psychologe Friedrich Sander
1928 beschrieb: Auch hier wird die
rechte Diagonale gegeniiber der lin-
ken tiberschitzt.
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Ahnlich wie bei Miiller-Lyer
kommt die Tduschung dadurch zu-
stande, dass die spitzen und stump-
fen Winkel in der Figur als rechte

Winkel interpretiert werden. Dann
wiirde aber aus dem Sander-Paral-
lelogramm ein Rechteck, das in den
Raum ,,geklappt® ist

T-Tauschung

Die Horizontal-Vertikal-Tauschung
oder ,, T-Tauschung“ wurde 1851
erstmals von dem Mediziner und
Augenoptiker Adolf Eugen Fick
(1829-1901) erwahnt. Dahinter
steckt ein Prinzip, nach dem verti-
kale Strecken im Vergleich zu hori-
zontalen im Allgemeinen tiber-
schitzt werden.

Ein sehr bekanntes Beispiel fir
die Horizontal-Vertikal-Tauschung
kann man in St. Louis, Missouri
(USA) bewundern: den Gateway
Arch (siehe Abbildung links).
Dieses Bauwerk ist exakt 192 m
hoch und ebenfalls 192 m breit.

Zollner

1860 fiel dem Astrophysiker Karl
Friedrich Zollner (1834-1882) auf,
dass parallele horizontale Linien
geneigt erscheinen, wenn sie vor
einem Hintergrund mit schrigen
Linien abgebildet sind.

Zollner schickte seine neu ent-
deckte Tauschung einem Kollegen,
dem Physiker Johann Christian
Poggendorff, der damals Herausge-
ber der Zeitschrift ,,Annalen der
Physik und Chemie“ war.

Poggendorff

Dieser begann, mit dem Effekt zu
experimentieren und stiefS unmittel-
bar auf einen neuen Effekt: Die bei-
den Enden eines Streckensegments,
das von einer rechteckigen Fliche
verdeckt wird, erscheinen versetzt,
obwohl sie eigentlich in einer fort-
laufenden Linie stehen. Diese Illusi-
onsfigur heifSt seither Poggendorff-
Illusion.

Ponzo

Der italienische Psychologe Mario
Ponzo entwickelte 1912 eine nach
ihm benannte Linien-Tauschung.
Er gab ihr urspriinglich den bild-
lichen Namen ,,Railway-Lines-Illu-
sion®, der an Eisenbahnschienen
erinnern soll.

Zu der Tduschung kommt es
durch eine (falschliche?) Hypothese
des Gehirns. Dieses geht von einer
perspektivischen Interpretation der
Linien aus: Die beiden vertikalen
zueinander geneigten Geraden lau-
fen demnach riumlich nach , hin-
ten® zu einem Fluchtpunkt zusam-
men. Aus dieser Annahme folgt,
dass die eine der horizontalen Li-
nien ,naher“ beim Beobachter liegt
und in diesem Zusammenhang also
kiirzer erscheint als die objektiv
gleichlange, aber scheinbar weiter
entfernte.

Titchener/Ebbinghaus
Die letzten beiden Tduschungen be-
fassen sich mit der wahrgenomme-
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nen Grofse von Kreisen. Die erste
von beiden wird mit den beiden
Psychologen Edward Bradford Tit-
chener (1867-1927) und Hermann
Ebbinghaus (1850-1909) in Ver-
bindung gebracht. Sie wurde erst-
mals 1898 von dem Briten Titche-
ner vorgestellt.

Delboeuf
Der belgische Philosoph und Hyp-
noseforscher Franz Joseph Del-

boeuf (1831-1896) entdeckte 1892,

dass Kreise grofSer erscheinen,
wenn darin ein konzentrischer
Kreis eingezeichnet ist und kleiner,
wenn sie von einem konzentrischen
Kreis umschrieben werden.

Beide Kreistiuschungen weisen
auf den in der Wahrnehmungsfor-
schung bekannten Effekt hin, dass
die Umgebung grundsitzlich die
Wahrnehmung von Objekten be-
einflusst.

Optische Tauschungen im
Mathematikunterricht

Die vorgestellten optischen T4du-
schungen bedienen sich unter-
schiedlicher geometrischer Figuren
und lassen sich entsprechend auf
unterschiedlichen Niveaus in den
Mathematikunterricht der Sekun-
darstufe I integrieren. Im Folgen-
den finden sich drei jahrgangsbezo-
gene Vorschlige fiir den Einsatz
der Tauschungen im Unterricht.

Geometrische Grund-
begriffe (5. Jgst.)

In der 5. Jahrgangsstufe werden
unter anderem geometrische
Grundbegriffe wie Geraden, Paral-
lelen, Kreise, Abstinde und Winkel
eingefiithrt. Dabei sollen die Schiile-
rinnen und Schiiler den Umgang
mit ihren neuen Zeichengeriten,
dem Geodreieck und dem Zirkel
uben.
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Dieser praktische
Unterrichtsvorschlag:
ein Service Ihres
Klett-Lebrwerks.

Internet:

Weitere Tauschungen
(nicht nur optischer Art)
erlebt man im Erlebnis-
museum ,, Turm der Sin-
ne“ in Niirnberg, das
einen Schulbesuch wert
ist. Kontakt:
www.turmdersinne.de

www.geometrie.tuwien.
ac.at/asperl/projekt/
stein$.htm:
Geometrische Tiu-
schungen, physiologi-
sche Grundlagen und
psychologische Pha-
nomene rund um den
Sehvorgang.

UNTERRICHTSPRAXIS MATHEMATIK

Langenmessung/ Parallelen Winkel Kreise
-vergleich
Delboeuf + ++
Muller-Lyer ++ +
Poggendorff ++
Ponzo ++
T-Tauschung ++ +
Titchener + ++
Sander ++
Z6lIner ++ +
Tabelle 1: Optische Tauschungen im Mathematikunterricht der Sekundarstufe [

Es bietet sich an, die Einfiihrung
am Beispiel von solchen optischen
Tauschungen zu motivieren, bei
denen genau mit diesen geometri-
schen Elementen gespielt wird. Ta-
belle 1 zeigt, welche Inhalte anhand
welcher Tduschung gut (+) oder
besonders gut (++) geiibt werden
konnen.

Wenn ihnen die Tauschungsfi-
guren prasentiert werden, wollen
die Schiilerinnen und Schiiler
natiirlich wissen, ob die gezeigten
Strecken nun wirklich gleich lang,
parallel usw. sind. Der Ansporn
durch die optische Tauschung und
die ausgeloste Faszination ist grofS
genug, dass sie selbst versuchen,
diese Aufgabe mit Hilfe ihrer Mess-
gerite zu l0sen, das heifst, dass sie
selbst verschiedene Messmethoden
bzw. Vergleiche tiben.

Nach dem ersten Staunen
schliefSt sich die Frage an: ,,Wie gut
ist die Tauschung?“ Um sie syste-
matisch zu untersuchen, fertigen
die Schiiler verschiedene Zeichnun-
gen an, in denen der Effekt unter-
schiedlich stark ausgepragt ist.
Dazu wihlen sie erst ihre Lieblings-
tduschung aus. Dann werden Kirt-
chen mit Zeichenanweisungen ver-
teilt (vgl. Kopiervorlage zum Aus-
schneiden fiir Kdrtchen zur
T-Tauschung), in denen die fiir die
Tauschung entscheidende Grofde
variiert. Im Beispiel der T-Tau-
schung zeichnen alle Schiilerinnen
und Schiiler den waagrechten Bal-
ken mit 12 cm gleich lang, der
senkrechte umfasst Lingen zwi-
schen 8 cm und 13 cm. Die auf ge-
sonderte Blitter gezeichneten
Tauschungen werden nach Groflen
der senkrechten Balken sortiert an

die Tafel geheftet (vgl. Schema in
der Kopiervorlage Optische Tau-
schungen). Bei der Abstimmung in
der Klasse erkennen sie, dass sie
nicht nur selbst tiuschbar sind,
sondern auch, dass und in welchem
MafSe dieses Phinomen bei ihren
Mitschiilern reproduzierbar ist.

Einfache statistische
Methoden (6. Jahrgangsst.)

Wie gut die Wirkung einer Tau-
schung ist, ldsst sich mit einer
Gruppe von Testpersonen und sta-
tistischen Methoden in einer Klasse
der 6. Jahrgangsstufe untersuchen.

Die Schiilerinnen und Schiiler
betrachten eine Reihe von verschie-
denen Zeichnungen einer optischen
Tauschung. Die einzelnen Bilder
unterscheiden sich dadurch, dass
das Element, iiber das getduscht
werden soll, verschieden grofs dar-
gestellt ist (sieche Kopiervorlage
Optische Tauschungen).

Ohne Nachzumessen wihlen die
Schiilerinnen und Schiiler bei jeder
optischen Tauschung diejenige
Figur aus, die ihnen korrekt er-
scheint. Zu jedem der Bilder wird
die Anzahl der Schiilermeldungen
registriert. Diese Abstimmung kann
offen oder geheim auf Kirtchen er-

folgen. Die offene Abstimmung ist
deutlich schneller durchzufiihren,
aber gruppendynamische Prozesse
vereinheitlichen hier das Entschei-
dungsergebnis. In jedem Fall wird
aber nicht von allen Schiilerinnen
und Schiilern das gleiche Bild ge-
wahlt; ein mogliches Ergebnis die-
ser Abstimmung zur T-T4uschung
zeigt das Sdulendiagramm in der
Abbildung unten.

Welcher Wert wurde dabei im
Durchschnitt gewihlt?

Eine Moglichkeit diese Frage zu
beantworten ist, das Saulendia-
gramm auf Karton aufzuziehen, es
auszuschneiden und ausgewogen
aufzuhingen. Dabei erhalten die
Schiilerinnen und Schiiler eine Vor-
stellung vom Mittelwert und eine
grobe Abschitzung davon, wo das
gesuchte Ergebnis liegen wird. Mit
dem arithmetischen Mittel berech-
nen sie im Anschluss daran das Er-
gebnis genau. SchliefSlich lasst sich
mit dem so ermittelten Wert eine
Figur zeichnen, die so beschaffen
ist, dass der Durchschnitt der
Klasse die entsprechenden (mit der
Tauschung behafteten) Vergleichs-
grofSen gleich grofs (zum Beispiel
bei der T-Tduschung) bzw. parallel
(zum Beispiel bei der Zollner-Tdu-
schung) beurteilt.

Anzahl der
Schilerinnen
und Schuler

Lange des senkrech-

>

t
1.9 2224

t .
27 ten Balkens in cm

Abbildung 1: Eine mogliche Verteilung der Schiilerantworten zur T-Tauschung
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Man kann sich nun die Frage
stellen, wie ,,gut® eine Tauschung
(zum Beispiel im Vergleich zu einer
anderen) in einer Klasse funktio-
niert. Dies ldsst sich leicht quantita-
tiv beantworten, indem man etwa
das Verhiltnis der beiden Strecken-
lingen bei der T-Tduschung be-
trachtet: Lernziel ist dabei u. a.,
dass die Langendifferenz zwischen
waagrechtem und senkrechtem Bal-
ken offensichtlich kein geeignetes
Maf fiir die Giite der Tduschung
sein kann, da die T-T4uschungsfi-
gur ja ebenso gut in einer anderen
Grofle gezeichnet werden konnte.

Die Frage lautet also: ,,Bei wel-
chem Streckenverhiltnis (ausge-
driickt in Prozent) scheint die
T-Figur aus zwei gleichlangen

Der Kongruenzbeweis
(8. Jahrgangsst.)

Wozu iiberhaupt bewiesen wer-
den muss, ist am ehesten einsichtig,
wenn die Giiltigkeit einer Behaup-
tung nicht von vorneherein offen-
sichtlich ist. Zur Motivation eignet
sich dafiir eine optische Tauschung.

Abbildung 2:
An der Tafel entsteht vor den Parallelogramm
Augen der Schiilerinnen und mit eingezeich-

Schiiler ein Parallelogramm mit neter Tiuschung

Da das Abstimmungsergebnis in
der Regel nicht einheitlich ist, er-
gibt sich sofort die Frage nach der
richtigen Antwort. Weil die Frage
nach der Tauschbarkeit von prinzi-
pieller Natur ist, kann ein einfaches
Nachmessen nicht befriedigen. Als
mathematisches Verfahren ist hier
ein geometrischer Beweis angemes-
sen: Zuerst wird die Hypothese als
Satz formuliert und dann (in sche-
matisierter Abfolge) bewiesen.

F B

Satz: Wenn die Hohe CF in einem Dreieck AABC eine Seite AB halbiert,
dann ist das Dreieck gleichschenklig.

Idee:  In den beiden Dreiecken AAFC und ABFC sind je zwei Seiten und deren
Zwischenwinkel gleich. Also sind sie nach dem SWS-Satz kongruent.
Dann sind auch die dritten Seiten gleich lang.

Vor: (1) AF = BF ) LCFA = 90°
Beh.: AC=BC
Bew.: FC =FC (identisch)
AF = BF (Vor. 1)
< CFA = <LCFB (Vor. 2, Nebenwinkel)
AAFC = ABFC (SWS)
> AC =BC (entspr. Seiten) g.e.d.

Strecken zu bestehen?“ Ganz offen-
bar ist dieses Verhiltnis nicht
gleich 100%, sonst wire es ja keine
Tauschung! Mit diesem Wert las-
sen sich sogar verschiedene Lin-
gentiuschungen (zum Beispiel die
T-Tauschung mit der Miiller-Lyer-
oder der Ponzo-Tauschung) mitein-
ander vergleichen, wenn man das
Verfahren analog auf andere T4u-
schungen anwendet.

einer eingezeichneten Tduschungs-  Abbildung 3 :
figur (Abbildung 2). C und F liegen  Beispiel fiir einen
auf der Mittelsenkrechten der Para-  Kongruenzbeweis

llelogrammseite [AB]. Um die T4u-
schung zu unterstiitzen, wird [CF]
noch nicht eingezeichnet.

Nun stimmen die Schiilerinnen
und Schiiler dariiber ab, welche der
beiden Strecken [AC] oder [BC]
wohl die lingere ist.

Die Schiilerinnen und Schiiler
zeichnen die etwas abgewandelte
Figur in Abbildung 3 und notieren
den folgenden Hefteintrag. Weil
hier ein formalisiertes Verfahren
vorgestellt wird, findet der Unter-
richt lehrerzentriert statt. Anhand
dieses Beispiels kann nun das allge-
meine Schema eines Kongruenzbe-
weises eingefithrt werden.
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Arbeitskértchen zur T-Tauschung
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Optische Tauschungen
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A W """"""""""""""""""""""""""" : Aufgaben:

i T-Tauschung : T-Tauschung : a) In welchem Bild i b) In welchem Bild i c)Inwelchem Bild erscheinen

i Zeichne die Figur mit dickem Filz- »  Zeichne die Figur mit dickem Filz- ' erscheinen die beiden i erscheinen die beiden i die mittleren Kreise der Titche-

+  stift auf ein einzelnes Blatt Papier. ‘ + stift auf ein einzelnes Blatt Papier. ‘ E Balken der T-Téuschung i Geraden der Zollner'schen Tdu- ¢ ner-Tauschung gleich groR?

i Der waagrechte Balken soll 12 cm : Der waagrechte Balken soll 12 cm : gleich lang? ' schung parallel? '

i lang sein, der senkrechte 8 cm. i lang sein, der senkrechte 8,5 cm. ' i i

. . | e OOO :
i T-Tauschung . T-Tauschung . : : ') (0]
| Zeichne die Figur mit dickem Filz- | Zeichne die Figur mit dickem Filz- | : <<<<< : O O OOO
1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. 1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. : | TN~ O

+  Der waagrechte Balken soll 12 cm 1 Der waagrechte Balken soll 12 cm ' i i O

' lang sein, der senkrechte 9 cm. ' lang sein, der senkrechte 9,5 cm.

' T-Téuschung ' T-Tauschung : ' ' OQO

{ Zeichne die Figur mit dickem Filz- { Zeichne die Figur mit dickem Filz- i <<< i O ™N\O
1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. 1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. <<< [®) (@)
i Der waagrechte Balken soll 12 cm i Der waagrechte Balken soll 12 cm i i IESSSSESS i O O O

i lang sein, der senkrechte 10 cm. : lang sein, der senkrechte 10,5 cm. : , . O

: T-Tauschung i T-Tauschung : : : Q

{ Zeichne die Figur mit dickem Filz- { Zeichne die Figur mit dickem Filz- i i Q O o

1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. 1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. ' : : OOO
i Der waagrechte Balken soll 12 cm i Der waagrechte Balken soll 12 cm E i i O O @)
i lang sein, der senkrechte 11 cm. : lang sein, der senkrechte 11,5 cm. : ' i O O

i T-Tiuschung E T-Tauschung E E E

i Zeichne die Figur mit dickem Filz- i Zeichne die Figur mit dickem Filz- . . ! O

1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. 1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. O O (0]

1 Der waagrechte Balken soll 12 cm ' Der waagrechte Balken soll 12 cm : : : OOO
i lang sein, der senkrechte 12 cm. : lang sein, der senkrechte 12,5 cm. : i i O O o o O
i T-Tauschung : T-Tauschung : E E

\ Zeichne die Figur mit dickem Filz- | Zeichne die Figur mit dickem Filzstift ;

1 stift auf ein einzelnes Blatt Papier. + auf ein einzelnes Blatt Papier. Der i i | O

i Der waagrechte Balken soll 12 cm : waagrechte Balken soll 12 cm lang : . . O O o O] o
: lang sein, der senkrechte 13 cm. ‘ ' sein, der senkrechte 13,5 cm. ‘ : O

i i | i | ©5°



